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In der vorigen Abhandlmg: _Uber die Kriterien des Grissten und Kleinsten bestimmier Integrale-,
Bd. XXXVT, p. 235—250, habe ich nur den Fall in Erledigung gebracht, wo in Bezug auf die zweite Varia-

tion des in Untersuchung stehenden Integrals die Kriteriengleichung (117 &5
410—+— 41] == ;lz.s’? ...+ ‘lg_.,__l e [ e — 0

vor einem identischen Verschwinden des Coéfficienten _t = 77, als gesieliert angenommen wurde. hm Falle
dex Versehwindeus von oA, wurde dort aut ein System von ¢-Werthen gewiesen, welehe cin identisehes Ver-
sehwinden von 1, und demzufolge aueh cin identisches Versehwinden vou 222 nach sieh ziehen — und falls
sonst die Funetion A, ein constantes Vorzeichen darbieten sollte, =alle man die specielen -1unctionen in
die hiheren Variationen 023, 0&... cinfithren, und nachsehen, ob hiehei ¢2& anch identisch verschwindet,
und ob zngleich »*& fiir alle im vorgeschriebenen Infervalle liegenden Werthe von S0 ypocon; ein con-
stantes Vorzeichen heurkondet. Mit Hinblick aut cine solehie Eventualitit wurde der Sehluss begrindet, dass
hiedurch ein Maximum oder Mivimnm angedentet wird, je nachdem neben ¢33 =0 dev Ausdruck 6* 2 sich
entsprechend negativ oder positiv gestalfet,

Im Falle cines identischen Verschwindens von .I,= A, =0 crgeben sich sehr viele Systeme von
p-Werthen, welehe cin identisehes Verschwinden von 1/, und hiemit aneh von 923 nach sich zichen, und
diirften bei sonst zeichentestem M, noeh cine mannigtaltizere Conxultation der Variationen *Z, 4*$ und
vielleieht aueh noel hoherer Variationen erheischen. Es sind aueh Iille migclich, wo )/, aut Grundlage der
Bedingungen 4, =10, =...=7,= 0 unabhiingig von den -Werthen verschwindet, und wo in gleicher Weise
nebst 62& auch noch weitere Variationen identiseh versehwinden. und demgemiiss unfibig werden, eine
srkenntuiss der specifischen Unterschiede zwisehen den Nachbargestalten zu vermitteln. Solehe Fille fir die
endgiltige Eutscheidung in Anschung des Zustandes des vorgelegten bestinunten Integrals vorzubereiten, ist

Gegenstand und Zweek der nachstehenden Abhandiung.
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'm cine fiir die spitere Handhabmng bequemere Form irgend ciner etwa der zten Variation ¢ & zu

gewinnen, sci
3 ) 3
e o e G e e St =
] “mm - <t ma mingy,, ~
("‘) d Um my ! dl m om, di mmy; "
<0 ist hekanntermassen fiir
(3’\ A e P R —¢—1,’,’m ="
die Relation
o ! 5% W
7. poL)
4 DW= 8% 2.2 ( S = W
( ) ! : o -al! ‘22! e q::,u! (([ ( wm m,) g K”’ L ne g = 00 (’/[ " m )771,,, m
die symbolische nnd wirkliche Bestimmungsgleichung der zten Variation von % in Besug auf die Fune-
tion {7, und ihrer bis zum Range n,, = [m,| == [m,| =...=[m; | reichenden Differentialquotienten, sobald
man den Buchstaben o, o, ...2; alle mbelichen der Gleiehung (3) entsprechenden Werthe beilegt. und
diese Werthsysteme znr Bildung der Summe (4) verwendet.
Fiir
(5) =, D+ T+ =Dy

erhiilt man zur Bestimmung der zten Variation von 2 in Bezichnng ant sdmmtliche Funelionen 7, C,... U,

und ilre his zu den Ordnungen »,, »,...», reichenden Differentialquotienten folgende Gleichung :

o

o
ra =" .

©) E=

At Grundlage der osenlatorisehen Substitution *

7 — ;;T; Vonz”“ u
207 )
(®) Cia
&Ly — &y .‘1:2—;4'2' X, —ah - % ($E07n 1) ,
w,. — == =000 == . MW= ZNTW, , - —_—, = Y,
' 4, A, o A\ ' . ¥ v
erhiilt man vor Allem
. dw, ) B
(9) Zo w, = € Pn l M {7;' . wenn [mgj = iy~
hiemit
0 du,. 9 ( i, 9 daw, )
10 D, = s, [——,——[m - ’J—f——,—[n 7)—%-...«}- \7'":,‘—_} — 0 [
( \) ) llb ' dl m iy ! du y ({(, oM, / da (/L‘m m, ar R
(11) D=c [+ Dydy+...Du, ]| = De
nnd sehliesslich
c e* otk
(12) W = I JERE= ‘7, Whee W= 7k

Hicrans ergibt sich die in Folge osculatorischer Substitution redueirte Ge stalt der zten Variation von &

i folgender 1Morm:

) %
X r :
E - % ] 170 i
(] ';) ez = " : ‘ vl deda,_g ... d.1'2 (./.L‘l =/
» ! ' ) ' ’
. .,

Um der tolgenden Untersuehung die wiglichste Allgemeinbeit zu wahren, nehmen wir an, dass in der

Gleichung (1) /4 Anfangscoctficienten dunvel identizches Verschwinden die Relationen

# Damit die in Folge osenlatorischer Substitution vernachlissigten Bestandtheile ivgend cines Gliedes der in der vorigen

Abbandlng in Verwendung genommenen Tay lor'sehen Reilie nieht Uberhand gewinnen diber ihre spiiteren Glieder, und

hicdurel die Bew theilimg der Nachbavwerthe nieht za triiben vermdgen — setze man zwischen den Grossen poand 2 die
jedentalls erlaubte Relation plogn=1 fest, weil hiebei neben dem schr gross gedachten n dic Grisse p noeh immer sehr

klein anstiillt.



Uber Rriterien hisherer Ordnung ete. 45
R

veranlassen. Diesfillig gilt s = 0 als eine A-fache Wurzel der Gleichung (1), Sind ausserdem die noch iibri-
gen Wurzeln dieser Gleichung siimmtlich gleiclt hezeichuet, so wird hiedureh eine Anhoffung cines Maximums,
beziehungsweise Minimums von € hegriindet. O dies wirklich cintritt, stellen wir in Bezng ant die dureh
s = 0 veranlassten Werthsysteme von ¢ eine Anfrage an die héheren Variationen des Integrals, wm aus der
Eigenschaft ilirer Werthsysteme die Gewissheit zn erlangen, ob der, in Folge der nicht versehwindenden
Warzeln angehofite Zostand von € sieh anch in Bezng auf die duveh s —= O veranlassten Werthsysteme von
bewahrheitet oder nicht.

Die Annahme A, =4, =...= A, 1= 0. .1, =0 setzt voraus, dass in dem Coiéfficientenquadrat (10)
§ 3, aus welehem die Determinante 7 hervorging, theils einander Glied fiir Glied gleiche oder propor-
tionirte, theils Glied fiir Glied versehwindende Hovizontalreihen, theils endlich solehe Reilhien vorfindig sind,
welehe einer gliedweisen algebraischen Summirung von mehreren anderen mit gewissen Zahlen multiplizirten
Reihen il Dasein verdanken. In weiterer Folge setzt diese Anmalhme vorans dass, fiiv s = 0 die Gleichungs-
systeme (D), (6) § 5 in Bezug anf die Bestimmuung der Unbekannten ,, b, 0,0 s, 5,009, sich fiquivalent
stellen eincin Systeme von blos p—+v—/7 Bestimmungsgleichnngen, in welchem nach Ausscheidung derjenigen
Verticalreilien von Coétficienten, welelie den ansgeschicdenen Horizontalreilien cutsprechen, c¢in Quadrat von
(p+v %) Norizontalreihen und ebenso vielen Verticalreihen zuriiekbleibt, welehes eine nieht identiseh ver-
sehiwindende Determinante liefert.  Angenommen, dass die auszusehicidenden Verticalveibien den Funetionen
Yyy Uy entspreehen,  so kann man mit Hilfe des iibriggeblichenen Gleichungssy stews die Finetionen
Vrirs Yoo Pus 85 5eees, als lineare Ansdriicke der ¢, &,.. 0, ausdriicken, nnd in den Variationsmodul D

P

einfiiliven, weleher dann nach ¢, &,... ¢, geordnet, sich etwa in folgender Form hinstellt
D= b+ Dby .+ N=D N

sobald mau die oben erwiihnte identisel nichit verschwindende Determinante it N bezeichnet, Hierbei sind
Pys Ly P als willkiilich anzausehen, weil die Ableitang des Resultates (16) von der in (31) §. 2 stipulivten
mabhiingiy vor sich ging, and weil in den Gleichungen (5) in Folge s =0 jede Spur verwiseht wurde, welche
auf cine Abkommensehaft dicser Gleichungen ans der Relation (31), § 2 erinnern knnte. Fiir dic Zukunft
bleibt uns daher unbenommen, zwischen den vun willkiivlichen Funetionen ¢, 4,... 9, irgend eine nene den
Untersuclinngszwecken entsprechende Relation zu stiften,

Auf Grund der Annabme (14) hat man zom Behnfe der Bildung der hisheren Variationen von & tolgende
Relationen:

VRN D VRPN
M, =5 Wiy = IR A, = e

Wenn JI:; nicht identisel verschwindet, so findet weder ¢in Maximum noel ¢in Minimom statt, Lst Jjedoch
neben M, = 0. A/, nicht idendisel Noll, so wird cin erweislich constant negatives oder poxsitives Vorzeichen
vono M, oA S, A auf ein Maximum bezielmngsweise Minimnm des in I'ntersuchung stehenden Tutegrals
hinweisen.

Versehwinden mehrere 3 vach cinander identiseh, wnd ist das erste nieht versehwindende 3/ ungerad-
bezeigert, so findet weder ein Maximmn noeh ein Minhmmn statt. 1st jedoeh das erste. niclt identiseh verselwin-
dende 1/ geradbezeigert, etwa My, = 0, o wird ein Maximal- oder Minimalzostand des vorgelegten Integrals
nur angehofft. Ob thatsiichliel ¢in Maxinmm oder Minimum stattfindet oder nicht. hiingt hekannterweise vom
Erweise ab, ob der Aunsdruck M, im vorgesehrichenen Verdinderliehkeitsgebiete der Variablen .o und  der
willkiirlichen Funetionen ¢ ein entsprechiend eonstautes Vorzeichen benrkundet oder niehi,

Vor Allem stebt ex uns frei. zwisehen den Argumenten Dys Poee b irgend cine Relation zn stitten; setzt
man nun

o ) ) . e } =)
Ty, = ((j N7)2x, ".L:l—'*;’-}x_' _17/2)( =), H*= LS',“ l (8000 00m ), ]

(14)

15)

(16)

(1 T:‘-

(13)
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so wird damit besagt, dass die Argamente L im Bereiche der Veriinderlichlkeit von = nur mit den endlichen
Functionen N’ and 4 gleichzeitig verschwinden ditrfen. Die Beschaffenbeit von 6 und N7 bictet uns dagegen
vollkommene Biirgschaft datiir, dass ein gleichzeitiges identisches Versehwinden der $-Functionen nicht statt-
finden darf, und dass die J-Functionen im Veriinderlichkeitsintervatle stets endliche Werthe beibelalten
miissen.

In Bezug auf die Stabilitiit oder Niehtstahilitiit des Vorzeichens der Functionswerthe vom /., bestimmen
wir die Hauptwerthe von M, und bezeiclmen solehe, wie frither mit (Ma,). Hiebei werden die Werthe von
iy, y.. 2, als constant, und nur die Functionen  als Variable angeschen, welche iibrigens an die einzige in
(141) ersichtliche Bedingung gekniipft sind. Zu diesem Zwecke haben wir in iiblicher Weise mit Riieksieht auf
(16) und (17)

’
L &

Moy = Moy + N

= [ D3y 4 & 'q] : A\”:’/’,

')\)Rl/. — [34 0l (,\[),2’(_' 25:‘) -+ &' ’}‘ﬁ] s N =)
3D = D! 30+ D 3% 4ot Dy 5,
0 = 22[ PP Oh P10, L - Ul oY,

07 h

SO, — 77 Y |2 S ) ix—1 gy g2 —1 JE—
. ))(?X N7 kSp [O e IDP‘ DBt R — s r"py ; =0,
1

md kinnen fiir cin passendes s' die Variationen 3, 00,...0%, als willkiirlich Defrachten. and zur Bestim-
mung der zu den Hauptwerthen (J/,,) tihrenden Functionen §,, &,... 0, und des Cobfticienten s nebst der

Gleichung (19) noch tolgende Gleichungen aufstellen:
A, = Dy(DBR) = g,
(20) Wy = Dy (D=21W) = s'gf,
Nz = 1);:(1)’27‘—1 ‘lﬁ) = '5""'45‘7‘_1.

Wenn man die Gleichungen (20) der Reihe naclomit ), &,... %, maltiplicirt nud bei der Summirang der

nultiplicirten Gleichungen die Relation (19) nnd das Bildungsgesetz (17) beriieksiehtigt, so erhiilt man:

(Dyhy =Dy~ D) (D72 Q) = ' (5 N)*
oder
@n (M) = (6 X )20 N2 = 5,
und im Getolge dieser Relation, folgenden Satz:
Die Hanptwerthe von My, und hiemit auch simmtliche im vorgesehrichenen Verin-
derlichkeitsintervalle liegenden Werthe von M., benrknnden einconstantes Vorzeichen
(22) oder nicht, je.nachdem die ans den Gleichungen (20) gezogenen recllen Werthe von s
gleiehbezeichinet erscheinen oder nicht.
Bezeichnet man das gemweinsehaftliche Vorzeiehen der recllen aus (20) gezogenen
Werthe von s mit 30 nund das constante Vorzeiclen von A 3,00, mit gy, so befindet sieh
(23)das vorgelegte bestimmte Tntegral S=— 3 im Maximal-oder Minimalzustande, je nach-
dem die Zeichenproducete 3,3, nnd 303, gleichzeitig negativ oder positiv sich ergeben.
Wiiren unter den Systenien von s/, & o I8 welehe aus (19) und (20) gezogen w erden aueh solche
reclle Werthsysteme vorhanden, hei welchen s identisch verselwindet, wiiren sonst alle iibrigen niclit iden-
tisch verschwindenden «'-Werthe im gegebenen Interval mit dem gemeiuschattlichen constantenVorzeichen 3,
versehen, so schliesst man darans aut Werthsysteme von 4, welche der 1'nnction ., Nullwerthe beibringen,
d eben desswegen der 2zten Variation des hestimmiten Integrals die Kraft benehmen, in Bezug auf den

sehliessliclme Zustand des vorgelegten bestimmten Integrals eine Entscheidung herbeizufiihren.
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Die Eventualitét der Existenz identiseh verschwindender den Gleichungen (1) und (20) genugender
s’-Werthe wird sich begreiflicher Weise dadureh kind thun, dass unter den Relationen

‘2([::—. 1122...:“[}‘ == ()) (-ﬁ_L)

sich als selbstiindige Relationen priisentiren,
In cinem solchen Falle sehe man nach. ob anf Grund der selbstindigen Relationen (20) die Function
M,y identisel versehwindet oder nieht. i M.,y = 0 existirt kein Maximuwn noch Mivimom, hingegen ine

k.

Falle Moy == O untersnche man, wic viele von den folgenden Ausdriicken Moy, Mos ... der Keilie nach
verschwinden. Nur in dem Falle wird woch ein Maximal- oder Minimalzustand angehofft, wenn der ecrste
nicht identiseh verschwindende Aunsdrnek der Form My, angehirt, und im Angesichte der Bedingungen (25)
lauter gleichbezeichnete Nauptwerthe (3y,.) liefert, welche diberdies mit den wicht versechwindenden Wer-
then von (M) in Bezug aut il gemeinschatiliches Vorzeichen iibercinstimmen.

Indem wir den Bedingungen (25) noch die nus ans gleichem Grande wie frither verstattete Relation

oy = (N ) m P8 B () (26)

hinzugesellen, setzen wir zum Behufe der Autfindung der Hanptwerthe (.,

D)0 3
s D . )
W = N2 Wy, —27 1 ‘S'p [5p ‘)[[,J —+ 8" gy s
1

und erhalten
R
(Mo N )= o[ D' W] = 2 Sq [0y Dy (D2~ W) ;
1

7

]
N, = [, (D' W)= 1, b'q [Tq D'y (72 8) ] (22— 1) 5
1

h
’771'_‘;" = —- :.).'/.I LS':‘ [f) ‘T’JH '»;-/:2;7',‘4» 3
und dem gemiiss
A ' :
3 — 3., Nt ‘ 2y 1 JR . ’ t L T 2%—2 Y J2x'—t 11 _37
DMy = 22 LSR["VB[D« (L= Qb)?"&,[*z:l'z»l)gkl’ W) — it s ”:U, (27)
i |

Unter Voraussctzung  passend gewiihlter Coéfficienten ¢, s . s,,... s, kamm man die Variationen

a4

0Py, 0. .. 0, als villig willkiirlieh ansehen, mnd zur Bestimmuong der Funetionen §"5 S1y SgenaByn P Yoo

nebst den Relationen (25), (20) aus (27) folgende Gleichungen anschreiben:

-

B’

?(1 - [); ( [ —1 ‘h\) _{ﬁbvp [.\,p ])1‘ [)'l [)3x—2 ‘l\\‘)] . ‘:"
1
L' X

Up = Dy (D7) 4§ [, 1, Dy D2 W) = 5

’ n' . ’

th’ = )y ([)'2-"4 ls)‘,) ,_Fbvl‘ I"p [)}) Dy = 2‘253‘)] - .5;2/,‘ -1 g

1

Multiplieirt man die Relationen (28) der Reihe nach mit V1o Poee-y und beriicksichtigt hei ilorer Summi-
rung die Gleichung (26), so erhiilt man:

n'
D=8 § s, 1, D DS = (N
1



48 Lorenz Zmurlko. Uber KNriterien hisherer Ordiung ete.

oder )
DB § [, Dy (Do W] = o (N 8

nnd anch l,
(29) DR S (5, = Sl

1
endlich in Folge der in (17) ersichtlichen Bildung der Aunsdriicke M, sowie in Folge der Bedingnngen (25)
erhiilt man ans (29) dic Relation

(30) (May) = 8" 67¢,

aus weleher in dev gepilogenen Weise geschilossen wird, dass das vorgelegte Integral sich i Maximum oder
Minimumn befindet, je nachdem erweislich das entsprechiende gemeinschafthele constante Vorzeichen der ans
(29) (26) gezogenen s”-Werthe wit dem ebeufalls constanten Vorzeichen von Ap A, . A, sich verschieden oder
ithereinstimmend ergibt.

Wenn wir in der stutenweise anfeinander folgenden Untersnchung der Ausdriicke M., , Mooy Moy ...
fortschreitend jedesmal cine Hindeutnng aut dasselbe constante Vorzeichen der nieht versehwindenden Werthe
dieser Ausdriicke bestiitigt findeu, so wmiissen wir mit Riteksiclit aut” den Umstand, dass jedes Tolgende 3/ von
einer grisseren Anzahl von Bedinguugsgleiclnmgen begleitet wird als dax vorhergehende , endlich zu einem
Aunsdrncke My, ) gelangen, dessen constantes oder nicht constantes Vorzeichien einen unzweifelhatten Seliluss
anf den eigentlichen Zustand des vorgelegien Infegrals gestattet.

Die Ableitung des Resultates (8) §. 3 der vorigen Abhandlong and des Resultates (30) in dieser Ab-
handinng, Dberubi offenbar aul der besonderen Eigensehaft der Bedingungsgleichungen, welehe in beiden
“illen o Bezug aunt die als Variable gedachten Argumente & homogene Foucetionen, nnd zwar im ersten Falle
des crsten, im letzien hingegen des (22— Dten Ranges darstellen. Die Ableiinng des Resultates (21) betrift
die Untersuching des Ansdiuckes Moy, welcher uespriinglich von f—+v—/% hamogenen linearen Bedinguugs-
gleichnngen begleitet war, welcher jedoch an dic Stelle des nrspriinglichen Vaviationsmoduls D = D, 4, +
Doy oo+ Dy by, den auf Grundlage der lineaven Bedingnugen reducirten Variationsmodul D'= Db, +-
Dby oo Dy in seinen Baw anfnelimend, von da ab ohne weitere Riteksieht auf diese Bedingnngs-
gleichungen das verlangte Resultat (21) vermittelt. Bei der Aufnalime der Untersuelung irgend cines bestimm-
ten Falls ist es rathsam, schon im Ausdrucke M, den Variationsmodul £ auf” Grond der vorliegendeu Be-
dinguugen v, — 7, =—...=v, = 0 zu reduciren, uwm danm mit gleichem Erfolge die weitere otersuchung

jei dieser Gelegenheit wird man ein etwaiges identisches

unabhiingig vou diesen Bedingnngen zu fithren. 1
Verselnwinden von M, anf der Stelle wahvnelmen, und sofort zur Untersuchung der weiteren 3 sehreiten,
his man zu einem nicht identiseh versehwindenden 17 gelangt,  Ist dann das erste nicht verschwindende 3/ un-
gradbezeigert, o schliesst man ohne weitere Forschung anf das Niehtvorhandensein eines Maximums oder
Minimums. [st jedoch das erste nicbt versehwindeude M etwa der Ausdruck 1/, so wird die weitere Unter-
suchung in der ehen in diesem Paragraph exponirten Weise angelegt und fortgesetzt, uns schliesslich den

Zustand des vorgelegten Integrals unzweideunlig erkenuen lassen.



